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Περίληψη 
Στην εργασία αυτή παρουσιάζεται η µη γραµµική δυναµική ανάλυση κολωνοπασσάλου 
τυχαίας διατοµής διπλής συµµετρίας, µερικώς εδραζόµενου επί µη γραµµικού εδάφους 
προσοµοιωµένου µε µη γραµµικά ελατήρια τύπου Winkler, υποβαλλόµενου σε µετρίως 
µεγάλες µετατοπίσεις και σε τυχούσες συνοριακές συνθήκες, λαµβάνοντας υπόψη τα 
φαινόµενα διατµητικής παραµόρφωσης και περιστροφικής αδράνειας. Η δοκός υπόκειται σε 
συνδυασµένη δράση από τυχαίως κατανεµηµένη ή συγκεντρωµένη εγκάρσια δυναµική 
φόρτιση και καµπτική ροπή κατά τις δυο διευθύνσεις καθώς και δυναµικό αξονικό φορτίο. Η 
επιρροή της διατµητικής παραµόρφωσης λαµβάνεται υπόψη µε τη βοήθεια των συντελεστών 
διατµητικής παραµόρφωσης. Μορφώνονται πέντε προβλήµατα συνοριακών τιµών ως προς τις 
εγκάρσιες και αξονικές µετατοπίσεις καθώς και δύο τασικές συναρτήσεις, τα οποία λύνονται 
µε τη µέθοδο της Αναλογικής Εξίσωσης (Analog Equation Method), η οποία βασίζεται στην 
µέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων (BEM). Η εφαρµογή της µεθόδου οδηγεί σε πεπλεγµένο 
σύστηµα διαφορικών εξισώσεων κίνησης, του οποίου η επίλυση πραγµατοποιείται µε τη 
µέθοδο Μέσης Επιτάχυνσης (Αverage Αcceleration Μethod) σε συνδυασµό µε την 
τροποποιηµένη µέθοδο Newton Raphson. Ο προσδιορισµός των συντελεστών διατµητικής 
παραµόρφωσης επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια των προαναφερθέντων τασικών συναρτήσεων 
χρησιµοποιώντας µόνο συνοριακή ολοκλήρωση. Το προτεινόµενο µαθηµατικό προσοµοίωµα 
συνυπολογίζει τα πεπλεγµένα φαινόµενα των καµπτικών και διατµητικών παραµορφώσεων 
κατά µήκος της δοκού καθώς και τις αναπτυσσόµενες διατµητικές δυνάµεις από το αξονικό 
φορτίο. Το προτεινόµενο προσοµοίωµα βρίσκει άµεση εφαρµογή στις χαραδρογέφυρες 
Μετσόβου και στη γέφυρα του Μετσοβίτικου ποταµού. 
 
Εισαγωγή 
Η θεµελίωση των κατασκευών δύναται να πραγµατοποιηθεί µε ποικίλους τρόπους. Στην 
περίπτωση όµως της κατασκευής φορέων γεφυροποιίας, ο πλέον διαδεδοµένος τρόπος είναι η 
θεµελίωση µε τη βοήθεια πασσάλων και τούτο διότι τα χαρακτηριστικά του εδάφους συχνά 
δεν επιτρέπουν την απευθείας έδραση είτε λόγω πρόσφατων εδαφικών αποθέσεων 
(περίπτωση γεφύρωσης ποταµών) είτε λόγω απαίτησης ανάληψης υψηλών κατακόρυφων 
φορτίων (περίπτωση χαραδρογεφυρών).  

Οι χαραδρογέφυρες των τεχνικών έργων προσβάσεων της σήραγγας Μετσόβου (τµήµα 
από Ανθοχώρι µέχρι ∆υτική Είσοδο σήραγγας Ανηλίου), αλλά και η γέφυρα του 
Μετσοβίτικου ποταµού αποτελούν χαρακτηριστικά παραδείγµατα γεφυρών, όπου ως φορείς 
θεµελίωσης χρησιµοποιούνται πάσσαλοι για την µεταφορά των φορτίων. 

Η σπουδαιότητα ακριβούς ανάλυσης του φορέα της θεµελίωσης των γεφυρών 
αναδεικνύεται από το γεγονός ότι τα τεχνικά αυτά αποτελούν “γραµµές ζωής”. Αστοχία στη 
γέφυρα µπορεί να έχει ως αποτέλεσµα την αδυναµία µεταφοράς ανθρωπιστικού υλικού και 
µπορεί να θέσει σε κίνδυνο χιλιάδες ζωές εξαιτίας της αποκοπής της οδικής επικοινωνίας σε 
έκτακτη ανάγκη. Αξίζει επίσης να σηµειωθεί ότι σε αντίθεση µε την ανωδοµή του έργου, 
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όπου οι βλάβες είναι εµφανείς και κατά συνέπεια διορθώσιµες, οι φορείς της θεµελίωσης 
ευρισκόµενοι εντός του εδάφους δεν προσφέρουν τη δυνατότητα επίβλεψης, συντήρησης και 
πόσο µάλλον αντικατάστασης, γεγονός που προβάλει την απαίτηση για βέλτιστη και 
ρεαλιστική ανάλυση. 

Κατά συνέπια, ο προσδιορισµός της πραγµατικής συµπεριφοράς  των δοκών επί 
εδάφους επιβάλει τη µελέτη των µη γραµµικών φαινοµένων στην δυναµική ανάλυση των 
κατασκευών που όπως φαίνεται και από τα παραπάνω, είναι ιδιαίτερα ουσιώδης στις 
εφαρµογές Πολιτικού Μηχανικού, όπου η βελτιστοποίηση των διατοµών τόσο σε επίπεδο 
υλικού όσο και γεωµετρίας (επίτευξη υψηλής δυσκαµψίας µε οικονοµία υλικού) είναι 
δέουσας σηµασίας.  

Η υπόθεση εφελκυστικών τάσεων κατά µήκος της δοκού στην επιφάνεια επαφής της µε 
το υποκείµενο (ή περιβάλλον) έδαφος δεν αποτελεί ρεαλιστική παραδοχή όταν δεν υπάρχει 
συνδετικό υλικό ανάµεσα στους δύο φορείς. Οι περιοχές στις οποίες οι φορείς βρίσκονται σε 
επαφή και άρα το έδαφος και η δοκός αλληλεπιδρούν δεν είναι εξ’ αρχής γνωστά καθώς 
αλλάζουν συναρτήσει του χρόνου και κατά συνέπεια ο προσδιορισµός της περιοχής επαφής 
αποτελεί µείζον θέµα. Επίσης, εξαιτίας της έντονης χρήσης υλικών µε σχετικώς µεγάλο µέτρο 
διάτµησης και η ανάγκη για µέλη µε µεγάλες ιδιοσυχνότητες το σφάλµα που προκύπτει 
αγνοώντας τα διατµητικά φαινόµενα µπορεί να είναι ουσιώδες, ειδικά σε περιπτώσεις 
µεγάλων εγκάρσιων φορτίσεων. Η θεωρία δοκού Timoshenko, η οποία περιλαµβάνει τα 
φαινόµενα αυτά καθώς και το φαινόµενο περιστροφικής αδρανείας υιοθετούνται στην 
παρούσα µελέτη. 

Από την αναδροµή στην πρόσφατη σχετική βιβλιογραφία παρατηρείται ότι τα τελευταία 
χρόνια, η γραµµική στατική αλλά και δυναµική ανάλυση δοκού επί ελαστικού εδάφους έχει 
αποτελέσει αντικείµενο ιδιαίτερα εκτεταµένης έρευνας, µε πρωτοποριακή µελέτη αυτή του 
(Hetenyi 1966), ο οποίος µελέτησε το πρόβληµα δοκού Bernoulli-Euler σε ελαστικό έδαφος 
Winkler. Ο Rades (1972) παρουσίασε τη µόνιµη απόκριση (steady-state) συµπαγούς δοκού 
εδραζόµενης σε έδαφος το οποίο προσδιορίζεται από τρείς ελαστικές παραµέτρους (δύο 
εγκάρσια και ένα διατµητικό ελατήριο) µε θεώρηση πλήρους και οµαλής επαφής µεταξύ της 
δοκού και του εδάφους υποθέτοντας ασύζευκτες ιδιοµορφές. Ο Stephens (1980) µελέτησε 
ελεύθερες ταλαντώσεις δοκού Timoshenko σε έδαφος τύπου Pasternak αναδεικνύοντας την 
επιρροή των φαινοµένων περιστροφικής αδράνειας, των διατµητικών φαινοµένων καθώς και 
της σταθεράς του εδάφους εφαρµόζοντας γενική αναλυτική λύση σε απλές περιπτώσεις 
συνοριακών συνθηκών. Οι De Rosa (1995) και El-Mously (1990) εξήγαγαν τη διατύπωση της 
θεµελιώδους ιδιοσυχνότητας πεπερασµένης δοκού Timoshenko εδραζόµενης σε ελαστικό 
έδαφος Pasternak. Ακριβείς εκφράσεις των ιδιοσυχνοτήτων και αναλυτικές σχέσεις για το 
κρίσιµο φορτίο λυγισµού συστήµατος διπλής δοκού διατυπώθηκαν από τους Zhang et. al. 
(2008). Επίσης, τόσο ηµι-αναλυτικές κλειστές λύσεις όσο και αριθµητικές µέθοδοι όπως η 
µέθοδος δυναµοσειρών των εκφράσεων των µετατοπίσεων εφαρµόζοντας την αρχή του 
Hamilton, η µέθοδος Galerkin, η µέθοδος διαφορικών τετραγωνικών στοιχείων η οποία 
αποτελεί συνδυασµό της µόνιµης απόκρισης και της διαφορικής τετραγωνικής µεθόδου, οι 
διπλοί µετασχηµατισµοί Fourier, και φυσικά η µέθοδος πεπερασµένων στοιχείων έχουν 
εφαρµοστεί στην επίλυση ταλαντώσεων και στην θεωρία ελαστικής ευστάθειας (λυγισµός) 
δοκών (ή πασσάλων) εδραζόµενων σε γραµµικό και µη γραµµικό ελαστικό έδαφος 
λαµβάνοντας υπόψη ή αγνοώντας τα φαινόµενα διατµητικών παραµορφώσεων. 

Στις περιπτώσεις φορέων χαραδρογεφυρών δεν είναι λίγες οι φορές που υπό τα 
σεισµικά φορτία οι µετατοπίσεις των πασσάλων (πλήρως ή µερικώς περιβαλλόµενοι από 
έδαφος) γίνονται µεγάλες και η αναπτυσσόµενη γεωµετρική µη γραµµικότητα συντελεί στη 
δηµιουργία φαινοµένων τα οποία η γραµµική θεωρία δεν µπορεί να περιγράψει. Σε αντίθεση 
µε την εκτεταµένη έρευνα η οποία έχει γίνει στον τοµέα της γραµµικής δυναµικής ανάλυσης 
δοκού-πασσάλου επί ελαστικού εδάφους, ελάχιστα έχουν γίνει στο αντίστοιχο µη γραµµικό 
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πρόβληµα. Από την υπάρχουσα βιβλιογραφία, η µη γραµµική ελεύθερη ταλάντωση δοκού επί 
ελαστικών στηρίξεων έχει µελετηθεί από τον Lewandowski (1989) ο όποιος εφάρµοσε 
δυναµική µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων αγνοώντας ωστόσο τις οριζόντιες δυνάµεις και τις 
δυνάµεις λόγω περιστροφικής αδράνειας, θεωρώντας τη δοκό ως σύστηµα κατανεµηµένης 
µάζας. 

Στην εργασία αυτή παρουσιάζεται η µη γραµµική δυναµική ανάλυση κολωνοπασσάλου 
τυχαίας διατοµής διπλής συµµετρίας, µερικώς εδραζόµενου επί µη γραµµικού εδάφους 
προσοµοιωµένου µε µη γραµµικά ελατήρια τύπου Winkler, υποβαλλόµενου σε µετρίως 
µεγάλες µετατοπίσεις και σε τυχούσες συνοριακές συνθήκες, λαµβάνοντας υπόψη τα 
φαινόµενα διατµητικής παραµόρφωσης και περιστροφικής αδράνειας. Η δοκός υπόκειται σε 
συνδυασµένη δράση από τυχαίως κατανεµηµένη ή συγκεντρωµένη εγκάρσια δυναµική 
φόρτιση και καµπτική ροπή κατά τις δύο διευθύνσεις καθώς και δυναµικό αξονικό φορτίο. Η 
επιρροή της διατµητικής παραµόρφωσης λαµβάνεται υπόψη µε τη βοήθεια των συντελεστών 
διατµητικής παραµόρφωσης. Μορφώνονται πέντε προβλήµατα συνοριακών τιµών ως προς τις 
εγκάρσιες και αξονικές µετατοπίσεις καθώς και δύο τασικές συναρτήσεις, τα οποία λύνονται 
µε τη µέθοδο της Αναλογικής Εξίσωσης (Analog Equation Method) (Κatsikadelis 2002), η 
οποία βασίζεται στην µέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων (BEM). Η εφαρµογή της µεθόδου 
οδηγεί σε πεπλεγµένο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων κίνησης, του οποίου η επίλυση 
πραγµατοποιείται µε τη µέθοδο Μέσης Επιτάχυνσης (Αverage Αcceleration Μethod) σε 
συνδυασµό µε την τροποποιηµένη µέθοδο Newton Raphson. Ο προσδιορισµός των 
συντελεστών διατµητικής παραµόρφωσης επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια των 
προαναφερθέντων τασικών συναρτήσεων χρησιµοποιώντας µόνο συνοριακή ολοκλήρωση. 
Το προτεινόµενο µαθηµατικό προσοµοίωµα συνυπολογίζει τα πεπλεγµένα φαινόµενα των 
καµπτικών και διατµητικών παραµορφώσεων κατά µήκος της δοκού καθώς και τις 
αναπτυσσόµενες διατµητικές δυνάµεις από το αξονικό φορτίο. 

Τα κύρια χαρακτηριστικά και τα πρωτότυπα στοιχεία της παρούσας έρευνας συγκριτικά 
µε την υπάρχουσα βιβλιογραφία συνοψίζονται ως ακολούθως 

i. Τα φαινόµενα διατµητικής παραµόρφωσης και περιστροφικής αδράνειας λαµβάνονται 
υπόψη στη µη γραµµική δυναµική ανάλυση κολωνοπασσάλου υποβαλλόµενου σε 
τυχαία φόρτιση (κατανεµηµένο ή συγκεντρωµένο φορτίο και καµπτική ροπή κατά τις 
δύο εγκάρσιες διευθύνσεις καθώς και αξονικό φορτίο). 

ii.  Ο οµογενής ελαστικός ηµίχωρος προσοµοιάζεται από µη γραµµικά (δεν είναι 
αποδεκτή εφελκυστική τάση-tensionless) ελατήρια τύπου Winkler. 

iii.  Η δοκός στηρίζεται στις πλέον γενικές µη γραµµικές συνοριακές συνθήκες 
περιλαµβανοµένων και ελαστικών στηρίξεων ή δεσµεύσεων, ενώ η διατοµή της δοκού 
είναι τυχαία και διπλά συµµετρική. 

iv. Το προτεινόµενο µαθηµατικό προσοµοίωµα συνυπολογίζει τα πεπλεγµένα φαινόµενα 
των καµπτικών και διατµητικών παραµορφώσεων κατά µήκος της δοκού καθώς και 
τις διατµητικές δυνάµεις αναπτυσσόµενες από το αξονικό φορτίο. 

v. Οι συντελεστές διατµητικής παραµόρφωσης προσδιορίζονται χρησιµοποιώντας 
ενεργειακή µέθοδο και όχι τις εκφράσεις που προτάθηκαν από τους Timoshenko και 
Cowper (1966), τις οποίες αρκετοί συγγραφείς έχουν χαρακτηρίσει ως µη 
ικανοποιητικές, ή εκφράσεις άλλων ερευνητών οι οποίες ενδέχεται να δώσουν 
αρνητικές τιµές. 

vi. Λαµβάνεται υπόψη ο λόγος Poisson ν του υλικού του κολωνοπασσάλου. 
vii.  Η προτεινόµενη µέθοδος εφαρµόζει συνοριακή διακριτοποίηση του φορέα (ΒΕΜ) 

καταλήγοντας σε γραµµικά ή παραβολικά στοιχειά αντί για επιφανειακά στα οποία θα 
κατέληγε η προσέγγιση µε τη µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων (FEM), ενώ απαιτείται 
µικρός αριθµός στοιχείων για να επιτευχθεί ικανοποιητική ακρίβεια. 
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Το προτεινόµενο προσοµοίωµα βρίσκει άµεση εφαρµογή στις χαραδρογέφυρες Μετσόβου 
και στη γέφυρα του Μετσοβίτικου ποταµού. 
 
∆ιατύπωση του προβλήµατος 
Θεωρούµε ευθύγραµµη δοκό µήκους l , σταθερής διατοµής τυχούσας γεωµετρίας διπλής  
συµµετρίας εµβαδού A  αποτελούµενης από οµογενές ισότροπο και γραµµικώς ελαστικό 
υλικό µε µέτρο ελαστικότητας E , µέτρο διάτµησης G , πυκνότητα ρ  και λόγο Poisson ν , το 

οποίο καταλαµβάνει την περιοχή Ω  του επιπέδου y z− , ενώ τα σύνορα ( )j j 1,2,...,KΓ =  

είναι τµηµατικά λεία, δηλαδή µπορούν να περιλαµβάνουν πεπερασµένο αριθµό γωνιών 
(Σχήµα 1). Επίσης σηµειώνεται ότι, επειδή η διατοµή είναι συµµετρική, το κύριο διατµητικό 
σύστηµα ταυτίζεται µε το αντίστοιχο κύριο καµπτικό σύστηµα C S≡ . Η δοκός θεωρείται 
µερικώς εδραζόµενη (ή περιβαλλόµενη) σε µη γραµµικό οµογενές ελαστικό έδαφος 
προσοµοιωµένο µε ελατήρια Winkler δυσκαµψίας xk , yk  και zk  στις διευθύνσεις x , y , z , 

αντίστοιχα. Λαµβάνοντας υπόψη τη µη γραµµική επαφή µεταξύ της δοκού και των 
ελατηρίων, η εδαφική αντίδραση επί της δοκού ενεργεί µόνο σε περίπτωση συµπίεσης 
(θλίψεως) των ελατηρίων Winkler και δίδεται για τις τρεις διευθύνσεις από τις ακόλουθες 
εκφράσεις 

( )sx u xp U x k u=             ( )sy v yp U x k v=            ( )sz w zp U x k w=  (1α,β,γ) 

 
όπου ( )iU x  είναι µοναδιαίου βήµατος συνάρτηση που ορίζεται ως  

 

( )i
0 if i

U x i u,v,w
1 if i 0

         < 0 
 =       = 

           ≥ 
 (2) 
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kz 

mz(x,t) 
z,w 

x,u 

l 
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(Ω) 
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(C: ΚέντροΒάρους  
S: Κέντρο ∆ιάτµησης)                                     (β) 

 

Σχήµα 1. Επίπεδο xzπρισµατικής δοκού επί ελατηριωτού εδάφους υποβαλλόµενη σε 
αξονικό-εγκάρσιο δυναµικό φορτίο (α) µε σταθερή διατοµή τυχόντος σχήµατος διπλής 
συµµετρίας (β) 
Figure 1. xzplane of a prismatic beam-column in axial - flexural loading (α) with an 
arbitrary doubly symmetric cross-section occupying the two dimensional region Ω  (β). 
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Η δοκός, υποβάλλεται σε τυχούσα συγκεντρωµένη ή κατανεµηµένη δυναµική αξονική 
φόρτιση ( )x xp p x,t= , εγκάρσια ( )y yp p x,t= , ( )z zp p x,t=  κατά τις y  και z  διευθύνσεις 

αντίστοιχα και καµπτική φόρτιση ( )y ym m x,t= , ( )z zm m x,t=  κατά µήκος των y  και z  

αξόνων αντίστοιχα. 
Για τη µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος υιοθετείται η Τεχνική Θεωρία κάµψεως 
Timoshenko. Η θεωρία Timoshenko, σε αντίθεση µε τη θεωρία Euler–Bernoulli, λαµβάνει 
(έµµεσα) υπόψη την επιρροή των διατµητικών παραµορφώσεων xyγ  και xzγ  στο έργο 

παραµόρφωσης της δοκού, θεωρώντας µέση τιµή των διατµητικών παραµορφώσεων µε τη 
βοήθεια συντελεστών διατµητικής παραµόρφωσης. Αποτέλεσµα της παραδοχής αυτής είναι 
επίπεδες διατοµές να εξακολουθούν να παραµένουν επίπεδες (πρώτη κινηµατική παραδοχή) 
αλλά όχι πλέον κάθετες στον παραµορφωµένο άξονα της δοκού (Σχήµα 2). 
 

 

Α 

Β 

x,u 

y,v 

z,w 

u(x) 

w(x) 

–dw/dx 

γxz 

θy 

dx 

–dw 

Qz 

                        (α) 

 

Α 

Γ 

x,u 

z,w 

y,v 

u(x) 

v(x) 

–dv/dx 

γxy 

–θz  

dx 

–dv 

Qy 

                             (β) 
 

Σχήµα 2. Παραµορφωσιακά µεγέθη για κάµψη στο επίπεδο xz (α) και στο επίπεδο xy 
(β) διατµητικής ράβδου κατά Timoshenko 

Figure 2. Displacements on the deformed element in the xz (α), xy(β) planes of a 
Timoshenko beam 
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Για την εξαγωγή και διατύπωση των διαφορικών εξισώσεων ισορροπίας και των συνοριακών 
συνθηκών του προβλήµατος επιστρατεύεται το ενεργειακό θεώρηµα του W.R. Hamilton 
(1805-1865) το οποίο µπορεί να εφαρµοστεί τόσο σε συνεχή όσο και διακριτά συστήµατα. Η 
αρχή του Hamilton λαµβάνοντας υπόψη και δυναµικά φαινόµενα µε χρήση της αρχής 
D’Alemdert αποτελεί γενίκευση της αρχής της ελάχιστης δυναµικής ενέργειας. Η αρχή του 
Hamilton µπορεί να διατυπωθεί ως ακολούθως 
 

( )2

1

t
extt

U K W dt 0δ − − =∫  (3) 

 
όπου ( )δ ⋅  το πρώτο διαφορικό των περιεχόµενων ποσοτήτων, U  η ενέργεια 

παραµορφώσεως της δοκού, K  η κινητική ενέργεια της δοκού και extW  η ενέργεια λόγω των 

εξωτερικών δυνάµεων που δρουν στη δοκό.  
Τα εντατικά µεγέθη της δοκού λόγω των αναπτυσσόµενων τάσεων εκφράζονται από τις 
ακόλουθες σχέσεις 
 

xxN S dΩ Ω= ∫               y xxS zdΩΜ Ω= ∫             z xxS ydΩΜ Ω= −∫  (4α,β,γ) 

y
y xyA

Q S dΩ= ∫             
z

z xzA
Q S dΩ= ∫  (4δ,ε) 

 
Αντικαθιστώντας στις εξισώσεις (4α-ε) τις εκφράσεις των τάσεων προκύπτει 
 

( )2 21
N EA u v w

2
 ′ ′ ′= + +  

          y y yM EI θ ′=           z z zM EI θ ′=  (5α,β,γ) 

y y xyQ GA γ=                                  z z xzQ GAγ=  (5δ,ε) 

 
όπου A  το εµβαδόν της διατοµής, yI , zI  οι ροπές αδρανείας 

 
A dΩ Ω= ∫  (6) 

2
yI z dΩ Ω= ∫                2

zI y dΩ Ω= ∫  (7α,β) 

 
EA είναι η αξονική αντίσταση, yEI , zEI  οι καµπτικές αντιστάσεις, 

( )y y yGA G A GA aκ= =  και ( )z z zGA G A GA aκ= =  οι διατµητικές αντιστάσεις της 

θεωρίας Timoshenko, yκ , zκ  οι διατµητικοί διορθωτικοί συντελεστές και ya , za  οι 

συντελεστές διατµητικής παραµόρφωσης. 
Κατά συνέπεια χρησιµοποιώντας τις παραπάνω εκφράσεις των εντατικών µεγεθών οι 
εξισώσεις ισορροπίας γράφονται  
 

( ) u x xEA u w w v v u U k u pρΑ′′ ′ ′′ ′ ′′− + + +  + =&&  (8α) 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22
y z z

z z 2 2
y y

z z z z
y y y v y y y z

y y y y

Ea NvEI Iv
EI v I 1 v Nv Nv A v

G GA GAx t

EI I EI I
k v k v" k v U p p p m

GA GA GA GA

ρ
ρ ρΑ ρ

ρ ρ

 ′′  ∂∂ ′′′ ′  ′′′′ ′ ′− + + + − − − 
 ∂ ∂   

 
′′ ′+ − + = − + −  

 

&&
&& &&&&

&& &&

 (8β) 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22
y yz

y y 2 2
z z

y y y y
z z z w z z z y

z z z z

EI I NwEa w
EI w"" I 1 w Nw Nw Aw

G GA GAx t

EI I EI I
k w k w" k w U p p p m

GA GA GA GA

ρ
ρ ρΑ ρ

ρ ρ

 ′′∂∂  ′′′ ′  ′ ′− + + + − − −   ∂ ∂   

  ′′ ′+ − + = − + + 
 

&&
&& &&&&

&& &&

 (8γ) 

 
Η πρώτη εξίσωση αποτελεί τη διαφορική εξίσωση ισορροπίας στην αξονική έντασης ενώ οι 
(8β,γ) εκφράζουν τις διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας στις εγκάρσιες διευθύνσεις της 
ράβδου Timoshenko µερικώς εδραζόµενης σε µη γραµµικό έδαφος προσοµοιωµένο µε 
ελατήρια Winkler, υποβαλλόµενη σε µη γραµµικές ταλαντώσεις εξαιτίας των συνδυασµένων 
δυναµικών αξονικών και εγκάρσιων φορτίων. Οι παραπάνω διαφορικές εξισώσεις 
υποβάλλονται επιπρόσθετα στις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες 
 

( ) ( )x x x
1 2 3a u x,t N x,tα α+ =  (9) 

( ) ( )y y y
y1 2 3v x,t V x,tα α α+ =  ( ) ( )y y y

z z1 2 3x,t x,tβ θ β Μ β+ =  (10α,β) 

( ) ( )z z z
1 1 z 3w x,t V x,tα α α+ =  ( ) ( )z z z

1 y 2 y 3x,t x,tβ θ β Μ β+ =  (11α,β) 

 
στα άκρα της δοκού x 0,l= , ενώ παράλληλα ικανοποιούν τις ακόλουθες αρχικές συνθήκες 
 

( ) ( )0u x,0 u x=  ( ) ( )0u x,0 u x= &&  (12α,β) 

( ) ( )0v x,0 v x=  ( ) ( )0v x,0 v x= &&  (13α,β) 

( ) ( )0w x,0 w x=  ( ) ( )0w x,0 w x= &&  (14α,β) 

 
όπου ( )0u x , ( )0v x , ( )0w x , ( )0u x& , ( )0v x&  και ( )0w x&  είναι γνωστές συναρτήσεις. Στις 

εξισώσεις (10) και (11) τα yV , zV  και zM , yM  είναι οι αντιδράσεις και οι καµπτικές ροπές 

στους άξονες y , z , αντίστοιχα, οι οποίες µαζί µε τις γωνίες στροφής λόγω κάµψεως yθ , zθ  

δίδονται από τις ακόλουθες εκφράσεις 
 

( )z
y z y v y z z

y

EI v
V Nv EI v p U k v' Nv I

GA x
ρΑ ρ θ

∂ ′′′′ ′′′ ′= − − −  + − + ∂ 

&&
&&  (15α) 

( )y
z y z w z y y

z

EI w
V Nw EI w p U k w' Nw A I

GA x
ρ ρ θ=

∂ ′′′′ ′′′ ′− − −  + − − ∂ 

&&
&&  (15β) 

( )z
z z y v y

y

EI
M EI v p U k v Nv Av

GA
ρ ′′′ ′= + −  + −  

&&  (15γ) 
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( )y
y y z w z

z

EI
M EI w p U k w Nw Aw

GA
ρ ′′′ ′= − − −  + −  

&&  (15δ) 

( ) ( )y
y z w z y y y z2 2

zz

EI w 1
A p U k w' Nw EI w I GA w

x GAG A
θ ρ ρ θ

∂ ′′′ ′ ′′′ ′= − + − − + + ∂ 

&&
&&  (15ε) 

( ) ( )z
z y v y z z z y2 2

yy

EI v 1
p U k v' Nv A EI v I GA v

x GAG A
θ ρ ρ θ

∂ ′′′ ′ ′′′ ′= −  + − + − + ∂ 

&&
&&  (15ζ) 

 
Οι προαναφερθείσες εξισώσεις (9)-(11) αποτελούν τις πλέoν γενικές µη γραµµικές 
συνοριακές συνθήκες, οι oποίες µπορούν να περιγράψουν όλες τις γνωστές στηρίξεις 
περιλαµβανοµένων και ελαστικών στηρίξεων ή δεσµεύσεων δίδοντας κατάλληλες τιµές στις 

συναρτήσεις y yx z z
k k kk k, , , ,α α α β β  (k 1,2,3= ), οι οποίες αναφέρονται στα άκρα της δοκού 

x 0,l= . Παραδείγµατος χάριν, για να περιγραφεί η στήριξη πάκτωσης, οι παραπάνω 

συναρτήσεις – συντελεστές θα λάβουν τις ακόλουθες τιµές yx z
1 11 1α α α= = =  και 

y z
11 1β β= = , ενώ όλοι οι υπόλοιποι όροι είναι ίσοι µε το µηδέν. 

Στις παραπάνω εκφράσεις οι συντελεστές διατµητικής παραµόρφωσης z ya , a  µορφώνονται 

σύµφωνα µε την ενεργειακή µέθοδο και υπολογίζονται αριθµητικά µε τη βοήθεια της 
Μεθόδου Συνοριακών Στοιχείων, όπως παρουσιάζεται από τους Sapountzakis and Mokos 
(2005) ενώ εάν επιθυµείται  να αγνοηθούν τα φαινόµενα διατµητικών παραµορφώσεων αρκεί 
να τεθούν οι συντελεστές διατµητικής παραµόρφωσης z ya a 0= = . 

Το προτεινόµενο προσοµοίωµα βρίσκει άµεση εφαρµογή στις χαραδρογέφυρες Μετσόβου 
και στη γέφυρα του Μετσοβίτικου ποταµού. Έτσι, στο Σχήµα 3 παρουσιάζεται η οριζόντια 
και η κατά µήκος τοµή της γέφυρας του Μετσοβίτικου ποταµού, όπου φαίνονται οι µήκους 
l 10m=  και διαµέτρου D 1.2m=  πάσσαλοι. 
 
Αριθµητική επίλυση 
Η επίλυση του προβλήµατος της µη γραµµικής καµπτικής δυναµικής ανάλυσης δοκού 
Timoshenko µερικώς εδραζόµενης επί µη γραµµικού εδάφους Winkler έγκειται στον 
προσδιορισµό της διαµήκους µετατόπισης ( )u x,t  και των εγκάρσιων µετατοπίσεων ( )v x,t  

και ( )w x,t , οι οποίες περιγράφονται από τις εξισώσεις (8)-(11) και επιτυγχάνεται µε τη 

βοήθεια της Μεθόδου Αναλογικής Εξίσωσης όπως περιγράφεται στις εργασίες (Katsikadelis 
2002), (Sapountzakis and Katsikadelis 2000), (Sapountzakis and Dourakopoulos 2009). 
 
Αριθµητικά παραδείγµατα 
Με βάση την ανάλυση που παρουσιάστηκε στα προηγούµενα κεφάλαια συντάχθηκε 
πρόγραµµα ηλεκτρονικού υπολογιστή και επιλύθηκαν προς χάριν γενικότητας παραδείγµατα  
µη γραµµικής δυναµικής ανάλυσης δοκού (πασσάλου) Timoshenko µερικώς εδραζόµενης επί 
µη γραµµικού εδάφους τύπου Winkler, προκειµένου να διαπιστωθεί η αποτελεσµατικότητα 
και το εύρος εφαρµογής του προτεινόµενου µοντέλου.  
Σε όλα τα παραδείγµατα εφαρµόστηκε η ίδια διακριτοποίηση (41 συνοριακών στοιχείων) ενώ 
το χρονικό βήµα ορίστηκε ως t 1.0 sec∆ µ =  . Εδώ αξίζει να σηµειωθεί ότι η ακρίβεια των 
αποτελεσµάτων, παρουσιάζει µηδαµινή διαφορά αν πυκνωθεί το δίκτυο των στοιχείων 
δηλαδή η απαιτούµενη ακρίβεια επιτυγχάνεται µε σχετικά µικρό πλήθος στοιχείων.  
 
Παράδειγµα 1 
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Στην πρώτη εφαρµογή µελετήθηκε γνωστό παράδειγµα της βιβλιογραφίας προκειµένου να 
διαπιστωθεί η ορθότητα, η αξιοπιστία και η ακρίβεια της προτεινόµενης µεθόδου. 
Μελετήθηκε πρισµατική αµφιέρειστη δοκός µήκους l 6.096m =  µε µέτρο ελαστικότητας 

E 24.82GPa = , πυκνότητας 33387 g / mρ Κ =  , λόγου Poisson v 0.3 =  και ροπής 

αδρανείας 5 4
yI 143.9 10 m− =  ×  επί οµογενούς ελαστικού εδάφους µε δυσκαµψία ελατήριων 

Winkler 2
zk 16.55 MN / m=   όπως φαίνεται στο Σχήµα 4. Πρώτα ερευνήθηκαν οι ελεύθερες 

ταλαντώσεις της δοκού αγνοώντας τα φαινόµενα δευτέρας τάξεως και τα αποτελέσµατα 
συγκριθήκαν µε αυτά που δηµοσιευτήκαν από τους Timoshenko et al. (1974), Thambiratnam 
and Zhuge (1996), Lai et al (1992), Friswell et al. (2007) και Calim (2009) µε τις αντίστοιχες 
αναλύσεις. Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον Πίνακα 1 όπου επιβεβαιώνεται τόσο η 
ορθότητα της µεθόδου όσο και η ακρίβεια της αφού οι αποκλίσεις των αποτελεσµάτων είναι 
αµελητέες. 
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Σχήµα 3. Οριζόντια και κατά µήκος τοµή της γέφυρας του Μετσοβίτικου ποταµού 
Figure 3. Horizontal and longitudinal section of Metsovitikos River Bridge 
 
Εν συνεχεία, µελετήθηκαν εξαναγκασµένες γραµµικές ταλαντώσεις της ίδιας δοκού 
υποβαλλόµενης σε δυναµικό τριγωνικό συγκεντρωµένο φορτίο στο µέσο της µε µέγιστη τιµή 

l / 2P 100 kΝ =   όπως αυτό παρουσιάζεται στο Σχήµα 4. 

 
 

 z 

P(t) 

Beam-Column 

kz 

 x 

 
(α) Time (sec) 0.0125        0.025 

100 

P(t) kN 

(β) 
 

Σχήµα 4. Πρισµατική δοκός επί ελαστικού εδάφους (α) υποβαλλόµενη σε δυναµικό 
τριγωνικό φορτίο (β) 

Figure 4. Prismatic beam-column on elastic foundation (α) subjected to a triangular 
impulsive load (β). 

 
 
Η ίδια περίπτωση έχει ερευνηθεί από τον Calim (2009) και τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται 
στα παρακάτω συγκριτικά διαγράµµατα. Στο Σχήµα 5 παρουσιάζεται η χρονοϊστορία της 
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εγκάρσιας µετατόπισης του µεσαίου σηµείου της δοκού ( )w l / 2  και συγκρίνεται µε τα 

αποτελέσµατα του Calim (2009) καθώς και αυτά που έδωσε η ανάλυση µε το πρόγραµµα 
Πεπερασµένων Στοιχειών (ANSYS). Παρατηρείται πλήρης ταύτιση των καµπυλών. Στο ίδιο 
διάγραµµα παρουσιάζονται επιπροσθέτως, τα αποτελέσµατα που ελήφθησαν από την 
παρούσα µέθοδο για µη γραµµικό έδαφος (tensionless) καταδεικνύοντας το µέγεθος των 
διαφορών µεταξύ των παραδοχών και τη σηµασία της µη γραµµικότητας του εδάφους. 
 
Πίνακας 1. Πέντε πρώτες φυσικές συχνότητες (Hz) της αµφιέρειστης  δοκού της Εφαρµογής 1 
Table 1. First five natural frequencies (Hz) of the simply supported beam of example 1 
 

 
Στα Σχήµατα 6, 7 παρουσιάζονται η χρονοϊστορία της καµπτικής ροπής ( )yM l / 2  στο µέσο 

της δοκού και της διατµητικής δύναµης ( )zQ l  στο στηριζόµενο άκρο, αντίστοιχα. Οµοίως, 

στα διαγράµµατα υπάρχουν οι καµπύλες που παρουσιάστηκαν από τον Calim (2009), 
ANSYS και την προτεινόµενη µέθοδο για γραµµικό και µη γραµµικό έδαφος.  
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Σχήµα 5. Χρονοϊστορία της εγκάρσιας µετατόπισης του µεσαίου σηµείου ( )w l / 2  της 

δοκού της Εφαρµογής 1 
Figure 5. Time history of the transverse displacement ( )w l / 2  at the midpoint of the 

beam-column of example 1 

Modes  
Timosh. et 
al. (1974)  

Lai et al 
(1992)  

Thambiratnam & 
Zhuge (1996)  

Friswell et 
al. (2007) 

Calim 
(2009) 

ANSYS 
(2009) 

Παρούσα 
ερευνα  

1  32.9032  32.9049  32.9033  32.8980  32.8633  32.8624  32.7946  

2  56.8135  56.8220  56.8193  56.8080  56.5972  56.5891  56.5476  
3  112.908  111.973  111.961  111.900  110.759  110.739  110.722  
4  -  -  -  193.760  189.939  189.901  189.489  
5  -  -  -  -  222.078  222.043  222.077  
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Τέλος, συντάχθηκε ο Πίνακας 2 στον οποίο γίνεται η σύγκριση των ακραίων µετατοπίσεων 
του µέσου της δοκού και της εδαφικής αντίδρασης επί της δοκού κάνοντας εµφανή για άλλη 
µια φορά τη σηµασία της πιο ρεαλιστικής παραδοχής των µη γραµµικών ελατήριων Winkler. 
Τονίζεται ότι ενώ οι µέγιστες θετικές µετατοπίσεις (θέτουν θλιπτικές τάσεις στο υποκείµενο 
έδαφος) παραµένουν σταθερές κατά τις δυο αναλύσεις, γραµµικού και µη γραµµικού 
εδάφους, οι αρνητικές µετατοπίσεις (θέτουν εφελκυστικές τάσεις στο υποκείµενο έδαφος) 
διαφέρουν. Στην παραδοχή µη γραµµικών ελατηρίων, η µεγίστη αρνητική µετατόπιση είναι 
υπερδιπλάσια της αντίστοιχης για γραµµικά ελατήρια Winkler κάτι που και πρακτικά µπορεί 
κανείς να αντιληφθεί. Σηµειώνεται σε αυτό το σηµείο, ότι η µέγιστη εδαφική αντίδραση στο 
µέσο της δοκού είναι περίπου το 40% του µεγίστου του φορτίου. 
 
Πίνακας 2. Ακραίες τιµές µετατοπίσεων ( )w l / 2  και η εδαφική αντίδραση szp ( l / 2 )επί της 

δοκού της Εφαρµογής 1 
Table2. Extreme values of the displacement ( )w l / 2  and the foundation reaction szp ( l / 2 ) 

of the beam-column of example 1 
 

 Winkler Winkler Tensionless 

 ( )w l/2  (m) szp (l/2) (kN) ( )w l/2  (m) szp (l/2) (kN) 

Max 2.63·10-3 43.6 2.63·10-3 43.6 

Min -2.50·10-3 -41.5 -6.80·10-3 0.00 
 

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Time (sec)

-0.012

-0.01

-0.008

-0.006

-0.004

-0.002

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

N
on

di
m

en
si

on
al

 M
om

en
t 

M y(
l/2

)

Present study, Winkler
Present study, Winkler Tensionless

Calim (2009)

ANSYS

 
 

Σχήµα 6. Χρονοϊστορία της καµπτικής ροπής του µεσαίου σηµείου ( )yM l / 2  της δοκού 

της Εφαρµογής 1 
Figure 6. Time history of the bending moment ( )yM l / 2  at the midpoint of the beam-

column of example 1 
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Σχήµα 7. Χρονοϊστορία της διατµητικής δύναµης στο άκρο ( )zQ l  της δοκού της 

Εφαρµογής 1 
Figure 7. Time history of the shear force ( )zQ l  at the right supported end of the beam-

column of example 1. 
 

Παράδειγµα 2 
Προκειµένου να γίνει εµφανής η σηµασία της µη γραµµικής ανάλυσης και της επιρροής των 
φαινοµένων διατµητικής παραµόρφωσης στις καµπτικές ταλαντώσεις, ως δεύτερη εφαρµογή 
µελετήθηκε αµφίπακτη δοκός µήκους l 4.90m =  λεπτότοιχης κοίλης ορθογωνικής διατοµής 

( 8E 2.1 10 kPa= × , v 0.3= , 37.85 tn / mρ =  ) εδραζόµενη σε οµογενές έδαφος 

προσοµοιωµένο είτε µε γραµµικά είτε µε µη γραµµικά ελατήρια Winkler δυσκαµψίας zk , 

όπως φαίνεται στο Σχήµα 8. 
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Σχήµα 8. Αµφίπακτη δοκός λεπτότοιχης κοίλης ορθογωνικής διατοµής υποβαλλόµενη σε  
συγκεντρωµένη ροπή yM  και οµοιόµορφα κατανεµηµένο φορτίο zp  

Figure 8. Clamped beam of hollow rectangular cross section subjected to the suddenly 
applied concentrated bending moment yM  and uniformly distributed loadzp  

 
 
Η δοκός υποβάλλεται σε συγκεντρωµένη ροπή στο µέσον της, η οποία επιβάλλεται αιφνίδια 
και παραµένει στη συνέχεια µε σταθερή τιµή =yM 200kNm σε όλη τη διάρκεια της κίνησης. 

Τα αποτελέσµατα που εξήχθησαν παρουσιάζονται στα ακόλουθα διαγράµµατα. Στα Σχήµατα 
9,10 παρουσιάζεται η παραµορφωµένη κατάσταση (στιγµιότυπο) κατά τη διεύθυνση του 

άξονα z της δοκού την χρονική στιγµή 2t 1.6 10 sec− =  ⋅   για διαφορές τιµές της εδαφικής 
δυσκαµψίας zk  στις περιπτώσεις γραµµικών και µη γραµµικών ελατηρίων Winkler 

αναδεικνύοντας τη σηµασία της εδαφικής σταθεράς στις αναλύσεις κατασκευών καθώς και 
τη διαφορά που υπάρχει ανάµεσα στις δύο παραδοχές. Παράλληλα µε το προαναφερθέν 
φορτίο, η δοκός υποβάλλεται σε οµοιόµορφα κατανεµηµένο εγκάρσιο φορτίο 

/zp 350 kN m =    όπως φαίνεται στο Σχήµα 8. Στο Σχήµα 11 παρουσιάζεται η χρονοϊστορία 

της εγκάρσιας µετατόπισης του µεσαίου σηµείου της δοκού ( )w l / 2  για µη γραµµικό έδαφος 

σταθερής δυσκαµψίας zk 645.0 kPa =  , η οποία µελετήθηκε µε γραµµική και µη γραµµική 

ανάλυση λαµβάνοντας υπόψη ή αγνοώντας τα φαινόµενα διατµητικής παραµόρφωσης και 
περιστροφικής αδράνειας αντίστοιχα. Από τα αποτελέσµατα, παρατηρείται αξιοσηµείωτη 
διαφορά µεταξύ της γραµµικής και µη γραµµικής ανάλυσης, η οποία δεν µπορεί να θεωρηθεί 
αµελητέα καθώς και η σηµαντική συνεισφορά των διατµητικών φαινοµένων, τα οποία 
αυξάνουν τόσο τις εγκάρσιες µετατοπίσεις όσο και τις περιόδους του πρώτου κύκλου κίνησης 
της δοκού και δεν πρέπει να αγνοούνται σε όµοιες περιπτώσεις.  
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Σχήµα 9. Παραµόρφωση w  κατά µήκος της δοκού της Εφαρµογής 2, για διάφορες τιµές 

zk  των ελατηρίων Winkler 

Figure 9. Deflection w  along the beam-column of example 2, for various stiffness zk  
values of the bilateral Winkler springs 
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Σχήµα 10. Παραµόρφωση w  κατά µήκος της δοκού της Εφαρµογής 2, για διαφορετικές 
τιµές zk  των µη γραµµικών ελατηρίων Winkler 

Figure 10. Deflection w  along the beam-column of example 2, for various stiffness zk  
values of the unilateral Winkler springs 
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Σχήµα 11. Χρονοϊστορία της µετατόπισης του µεσαίου σηµείου ( )w l / 2  της δοκού της 

Εφαρµογής 2, για µη γραµµικό έδαφος δυσκαµψίας zk 645.0 kPa =   

Figure 11. Time history of the central deflection ( )w l / 2  of the beam-column of example 2, 

for a unilateral subgrade model with zk 645.0 kPa =   

 
 
Πίνακας 3. Μέγιστες τιµές µετατοπίσεων ( )maxw m  και περίοδοι ( )zT sec του πρώτου 

κύκλου κίνησης της αµφίπακτης δοκού της Εφαρµογής 2 
Table 3. Maximum central deflection ( )maxw m  and period ( )zT sec 

 
of the first cycle of 

motion of the clamped beam of example 2. 
 

 Χωρίς ∆ιατµητικές Παραµορφώσεις Με ∆ιατµητικές Παραµορφώσεις 

 
Γραµµική 
Ανάλυση 

Μη Γραµµική 
Ανάλυση 

Γραµµική 
Ανάλυση 

Μη Γραµµική 
Ανάλυση 

maxw  0.3729 0.2572 0.3914 0.2688 

zT  0.01890 0.01482 0.01973 0.01607 

 
 
Εξάγεται λοιπόν από τα προηγούµενα το συµπέρασµα ότι η παρουσία των διατµητικών 
φαινοµένων µπορεί να είναι καταλυτικής σηµασίας στη διαµόρφωση των αποτελεσµάτων 
ιδιαίτερα στις περιπτώσεις εκείνες όπου η κάµψη που καταπονεί την κατασκευή είναι 
συγκρίσιµη µε το φαινόµενο της διάτµησης, κάτι που συµβαίνει σε δοκούς µικρού 
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ανοίγµατος και διατοµών µε αξιόλογους συντελεστές διατµητικής παραµόρφωσης. Ακόµα, 
για καλύτερη εποπτεία των αποτελεσµάτων συντάχθηκε ο Πίνακας 3, ο οποίος περιγράφει τη 
διαφορά που παρατηρείται µεταξύ της γραµµικής θεωρίας και της θεωρίας δευτέρας τάξεως 
καθώς και της επιρροής των διατµητικών φαινοµένων στη µέγιστη εγκάρσια µετατόπιση 

( )maxw m  και την περίοδο ( )zT sec  του πρώτου κύκλου κίνησης της δοκού. 

 
Παράδειγµα 3 
Προκειµένου να διαπιστωθεί η αποτελεσµατικότητα της προτεινόµενης µεθόδου καθώς και 
το εύρος των εφαρµογών που είναι σε θέση να καλύψει, ως τρίτη εφαρµογή µελετήθηκε 
µερικώς εµπηγνυόµενος πάσσαλος σε οµογενές ελαστικό έδαφος µε σταθερά ελατηρίων 

/ 2
z yk k 85.0 N m =  =  Μ , συνολικού µήκους l 15.0m =  ( freel 6.20m = , embedl 8.80m = ), 

κυκλικής διατοµής διαµέτρου D 1.0m = . Το υλικό του πασσάλου θεωρείται οπλισµένο 
σκυρόδεµα µε µέτρο ελαστικότητας E 29 GPa =  , λόγο Poisson v 0.2 =  ενώ τα 

χαρακτηριστικά της διατοµής ( 2A 0.785m = , 4
y zI I 0.049m =  = , y za a 1,172 =  = ) 

παρουσιάζονται στο Σχήµα 12(β). Αναφορικά µε τις συνθήκες στήριξης του πασσάλου, στο 
εµπηγνυόµενο άκρο θεωρείται πακτωµένος ενώ στο ελεύθερο άκρο θεωρείται ελεύθερη η 
κίνηση σε όλες τις µετατοπίσεις ενώ έχουν δεσµευτεί όλες οι στροφές. Οι παραπάνω 
συνθήκες στήριξης έχουν µεγάλο πρακτικό ενδιαφέρον ενώ εάν το µήκος του πασσάλου είναι 
µεγαλύτερο από το ενεργό µήκος του, τότε µικρή σηµασία έχουν οι συνθήκες στηρίξεις στο 
εµπηγνυόµενο άκρο. 
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Σχήµα 12. Πάσσαλος κυκλικής διατοµής σε αξονική-καµπτική φόρτιση υποβαλλόµενος σε 
συγκεντρωµένο τετραγωνικό πλήγµα zP , συγκεντρωµένη αξονική δύναµη xP  και 

οµοιόµορφα κατανεµηµένα εγκάρσια φόρτια yp , zp  

Figure 12. Pile of circular cross section in axial - flexural loading subjected to rectangular 
impulsive concentrated load zP , concentrated axial load xP  and to uniformly distributed 

loading yp , zp  
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Ο πάσσαλος υποβάλλεται σε συγκεντρωµένο αξονικό φορτίο στην κορυφή του µε τιµή 

xP 0,t ) 1.0MN (  = , ( )t 0.0≥  και σε οµοιόµορφα κατανεµηµένο εγκάρσιο δυναµικό φορτίο 

( ) /yp t 500kN m  = , ( )t 0.0≥ , το οποίο ενεργεί επί του ελευθέρου τµήµατος του πασσάλου 

όπως φαίνεται Σχήµα 12(α). 
Αφού πραγµατοποιήθηκαν όλες οι δυνατές αναλύσεις (γραµµική και µη γραµµική 
λαµβάνοντας υπόψη ή αγνοώντας αντίστοιχα τα φαινόµενα διατµητικής παραµόρφωσης και 
περιστροφικής αδράνειας) τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στο Σχήµα 13, όπου γίνεται 
εµφανής η µεγάλη σηµασία της µη γραµµικής ανάλυσης στη χρονοϊστορία της εγκάρσιας 
µετατόπισης της κεφαλής του πασσάλου topv  ενώ αντιθέτως στην προκειµένη περίπτωση 

λόγω της διατοµής (η οποία έχει µικρούς διατµητικούς συντελεστές) καθώς και του µήκους 
(το οποίο είναι αρκετά µεγάλο) τα φαινόµενα διατµητικής παραµόρφωσης είναι αµελητέα και 
θα µπορούσαν µε ασφάλεια να αγνοηθούν. Τα ίδια συµπεράσµατα εξάγονται και από το 
Σχήµα 14 το οποίο παριστά τη µετατόπιση v  του πασσάλου τη χρονική στιγµή 

2t 7.0 10 sec− = ⋅   (στιγµιότυπο). Επιπροσθέτως συντάχθηκε ο Πίνακας 4 στον οποίο 

παρουσιάζονται οι µέγιστες µετατοπίσεις της κεφαλής του πασσάλου ( )top max
v  εξαιτίας του 

προαναφερθέντος φορτίου, καθώς και οι περίοδοι του πρώτου κύκλου κίνησης. Οµοίως µε 
της προηγούµενες εφαρµογές, παρατηρείται αύξηση (έστω και ελαχίστη στην παρούσα 
εφαρµογή για λόγους που διευκρινιστήκαν παραπάνω) των µετατοπίσεων και των περιόδων 
κίνησης του πασσάλου λόγω των διατµητικών φαινοµένων. 
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Σχήµα 13. Χρονοϊστορία της εγκάρσιας µετατόπισης topv  της κεφαλής του εξεταζόµενου 

πασσάλου της Εφαρµογής 3 
Figure 13. Time history of the transverse displacement topv  of the head of the pile of 

example 3 
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Το ίδιο σύστηµα πασσάλου-εδάφους, καταπονείται µε επιπρόσθετη φόρτιση στο ελεύθερο 
άκρο του πασσάλου µε συγκεντρωµένο φορτίο ( )zP t , το οποίο επιβάλλεται αιφνίδια και 

παραµένει στη συνέχεια µε σταθερή τιµή ίση µε zP 650kN=  για το χρονικό διάστηµα 

( )0.0 t 0.15≤ ≤  (ορθογωνικό πλήγµα), καθώς και σε οµοιόµορφα κατανεµηµένο εγκάρσιο 

δυναµικό φορτίο /zp 100 kN m =    στο ελεύθερο τµήµα του πασσάλου όπως φαίνεται στο 

Σχήµα 12(α),(β). 
 
 

Πίνακας 4. Μέγιστες µετατοπίσεις της κεφαλής του πασσάλου ( )top max
v και περίοδοι 

( )yT sec 
 
του πρώτου κύκλου κίνησης της Εφαρµογής 3 

Table 4. Maximum head deflection ( )top max
v and period ( )yT sec 

 
of the first cycle of motion 

of the pile of example 3 
 

 
Χωρίς ∆ιατµητικές 
Παραµορφώσεις 

Με ∆ιατµητικές Παραµορφώσεις 

 
Γραµµική 
Ανάλυση 

Μη Γραµµική 
Ανάλυση 

Γραµµική 
Ανάλυση 

Μη Γραµµική 
Ανάλυση 

( )top max
v  0.2054 0.2321 0.2070 0.2351 

yT  0.1105 0.1180 0.1111 0.1201 

 
 
Στο Σχήµα 15 δίδεται η χρονική απόκριση της εγκάρσιας µετατόπισης της κεφαλής του 
πασσάλου topw  πραγµατοποιώντας είτε γραµµική είτε µη γραµµική ανάλυση λαµβάνοντας 

υπόψη ή αγνοώντας τα φαινόµενα διατµητικής παραµόρφωσης και την περιστροφική 
αδράνεια. Όµοια µε τη διεύθυνση y , στη διεύθυνση z  η θεωρία Timoshenko δεν δίδει 
αξιοσηµείωτες διαφορές και θα µπορούσε να αγνοηθεί χωρίς κανένα πρακτικό σφάλµα. 
Τέλος, συντάχθηκε ο Πίνακας 5, στον οποίο παρουσιάζονται οι µέγιστες µετατοπίσεις της 

κεφαλής του πασσάλου κατά τις εγκάρσιες διευθύνσεις ( )top max
v ,( )top max

w  και οι περίοδοι 

y zT , ( s )Τ µ   του πρώτου κύκλου κίνησης, για τις ίδιες περιπτώσεις ανάλυσης όπου πάλι 

παρατηρείται αύξηση των µετατοπίσεων και των περιόδων εξαιτίας των διατµητικών 
φαινοµένων και φυσικά σηµαντική απόκλιση µεταξύ της γραµµικής και της µη γραµµικής 
ανάλυσης όπως ήταν αναµενόµενο σε στοιχείο µε τέτοιο µήκος, το οποίο δέχεται αξιόλογη 
αξονική θλίψη και εγκάρσια φορτία δηµιουργώντας µεγάλες µετατοπίσεις. Σε αυτό το σηµείο 
αξίζει να σηµειωθεί ότι οι διαφορές που παρατηρούνται µεταξύ των Πινάκων 4,5 στις τιµές 

των µεγίστων µετατοπίσεων ( )top max
v  προκύπτουν από το γεγονός ότι οι διαφορικές 

εξισώσεις των εγκάρσιων διευθύνσεων y, z  είναι πεπλεγµένες και κατά συνέπεια δεν ισχύει η 
επαλληλία των φορτίσεων στη µη γραµµική ανάλυση. Αντιθέτως στη γραµµική ανάλυση τα 
αποτελέσµατα ταυτίζονται αφού οι διαφορικές εξισώσεις είναι ασύζευκτες και άρα ισχύει η 
αρχή της επαλληλίας. Όπως αποδεικνύεται από το προηγούµενο παράδειγµα, η απόκλιση των 
αποτελεσµάτων των µετατοπίσεων, είτε λόγω διατµητικής παραµόρφωσης είτε λόγω 
φαινοµένων µη γραµµικής ανάλυσης είναι εµφανής. 
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Σχήµα 14. Μετατόπιση v κατά µήκος του πασσάλου την χρονική στιγµή -2t = 7.0×10  της 
Εφαρµογής 3 

Figure 14. Displacement v at time instant -2t = 7.0×10  along the pile of example 3 

 

Πίνακας 5. Μέγιστες µετατοπίσεις της κεφαλής του πασσάλου ( )top max
v ,( )top max

w  και οι 

περίοδοι ( )y zT , secΤ  
 
του πρώτου κύκλου κίνησης της Εφαρµογής 3 

Table 5. Maximum head displacements ( )top max
v ,( )top max

w  and periods ( )y zT , secΤ  
 
of the 

first cycle of the examined pile of example 3 
 

 
Χωρίς ∆ιατµητικές 
Παραµορφώσεις 

Με ∆ιατµητικές Παραµορφώσεις 

 
Γραµµική 
Ανάλυση 

Μη Γραµµική 
Ανάλυση 

Γραµµική 
Ανάλυση 

Μη Γραµµική 
Ανάλυση 

( )top max
v  0.2054 0.2320 0.2070 0.2353 

( )top max
w  0.0992 0.1109 0.1002 0.1111 

yT  0.1105 0.1172 0.1111 0.1192 

zT
 0.1133 0.1189 0.1143 0.1215 
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Σχήµα 15. Χρονοϊστορία της εγκάρσιας µετατόπισης topw  της κεφαλής του εξεταζόµενου 

πασσάλου της Εφαρµογής 3 
Figure 15. Time history of the transverse displacement topw  of the head of the pile of 

example 3 
 
 
Συµπεράσµατα 
Στην εργασία αυτή παρουσιάζεται η µη γραµµική δυναµική ανάλυση δοκού - πασσάλου 
τυχαίας διατοµής διπλής συµµετρίας, µερικώς εδραζόµενου επί µη γραµµικού εδάφους 
προσοµοιωµένου µε µη γραµµικά ελατήρια τύπου Winkler, υποβαλλόµενου σε µετρίως 
µεγάλες µετατοπίσεις και σε τυχούσες συνοριακές συνθήκες, λαµβάνοντας υπόψη τα 
φαινόµενα διατµητικής παραµόρφωσης και περιστροφικής αδράνειας. Η δοκός υπόκειται σε 
συνδυασµένη δράση από τυχαίως κατανεµηµένη ή συγκεντρωµένη εγκάρσια δυναµική 
φόρτιση και καµπτική ροπή κατά τις δυο διευθύνσεις καθώς και δυναµικό αξονικό φορτίο. Η 
επιρροή της διατµητικής παραµόρφωσης λαµβάνεται υπόψη µε τη βοήθεια των συντελεστών 
διατµητικής παραµόρφωσης. Το προτεινόµενο µαθηµατικό προσοµοίωµα συνυπολογίζει τα 
πεπλεγµένα φαινόµενα των καµπτικών και διατµητικών παραµορφώσεων κατά µήκος της 
δοκού καθώς και τις αναπτυσσόµενες διατµητικές δυνάµεις από το αξονικό φορτίο. Τα 
κυριότερα συµπεράσµατα, τα οποία προκύπτουν από τη διερεύνηση αυτή, είναι : 
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i. Το προτεινόµενο προσοµοίωµα επιτρέπει τον υπολογισµό των διατµητικών 
συντελεστών και καταδεικνύει την επιρροή των διατµητικών φαινοµένων που σε 
ορισµένες περιπτώσεις είναι σηµαντική, αυξάνοντας τόσο τις εγκάρσιες µετατοπίσεις 
όσο και τις περιόδους του πρώτου κύκλου κίνησης της δοκού. 

ii.  Μελετώντας τα αριθµητικά παραδείγµατα όπως αναπτυχθήκαν στην προηγούµενη 
παράγραφο είναι πρόδηλη η σηµασία της γεωµετρικής µη γραµµικότητας στο σύνολο 
των περιπτώσεων. Αναλυτικότερα, σε περιπτώσεις όπου το αξονικό φορτίο είναι 
θλιπτικό η µη γραµµικότητα οδήγησε στην αύξηση των µετατοπίσεων και των 
περιόδων πρώτου κύκλου κίνησης µε αξιοσηµείωτες αποκλίσεις από τα αντίστοιχα 
µεγέθη της γραµµικής ανάλυσης. Αντίθετα σε περιπτώσεις όπου ο συνδυασµός 
εξωτερικού φορτίου και των συνθηκών στήριξης είχε ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία 
εφελκυστικής αξονικής έντασης, τα αποτελέσµατα που εξήχθησαν από την ανάλυση 
µε σύγχρονη επιρροή της γεωµετρικής µη γραµµικότητας έχουν µικρότερες τιµές από 
αυτά της κλασσικής (γραµµικής) ανάλυσης. 

iii.  Ένας ακόµη τοµέας στον οποίο εξήχθησαν αξιόλογα συµπεράσµατα είναι η σηµασία 
της σωστής προσοµοίωσης του υποκείµενου ή περιβάλλοντος εδάφους. Στην παρούσα 
ερευνητική εργασία το έδαφος αντιµετωπίστηκε ως µη γραµµικό (δεν είναι αποδεκτή 
εφελκυστική τάση-tensionless) και προσοµοιώθηκε από µη γραµµικά ελατήρια τύπου 
Winkler. Τα αριθµητικά παραδείγµατα ανέδειξαν την εξάρτηση τόσο της περιοχής 
επαφής δοκού-εδάφους όσο και της δυναµικής απόκρισης της δοκού από την εδαφική 
δυσκαµψία. 

iv. Για να επιτευχθεί η ζητούµενη ακρίβεια απαιτείται µικρός αριθµός διακριτοποιηµένων 
στοιχείων κατά µήκος της δοκού ενώ η πύκνωση του δικτύου οδηγεί σε µηδαµινές 
διαφορές των αποτελεσµάτων και έτσι χαρακτηρίζεται επουσιώδης. 

v. Το προτεινόµενο προσοµοίωµα, όπως αποδείχθηκε από τα αριθµητικά παραδείγµατα 
αλλά και από το θεωρητικό µέρος, λαµβάνει υπόψη τα φαινόµενα επιρροής (coupling 
effect) των δυο εγκάρσιων διευθύνσεων. Έτσι η ταλάντωση κατά z  επηρεάζει την 
ταλάντωση κατά y  και δεν ισχύει η αρχή της επαλληλίας στη µη γραµµική ανάλυση. 
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Abstract 
In this paper, a boundary element method is developed for the nonlinear dynamic analysis of 
beam-columns of arbitrary doubly symmetric simply or multiply connected constant cross 
section, partially supported on tensionless Winkler foundation, undergoing moderate large 
deflections under general boundary conditions, taking into account the effects of shear 
deformation and rotary inertia. The beam-column is subjected to the combined action of 
arbitrarily distributed or concentrated transverse loading and bending moments in both 
directions as well as to axial loading. To account for shear deformations, the concept of shear 
deformation coefficients is used. Five boundary value problems are formulated with respect to 
the transverse displacements, to the axial displacement and to two stress functions and solved 
using the Analog Equation Method, a BEM based method. Application of the boundary 
element technique yields a nonlinear coupled system of equations of motion. The solution of 
this system is accomplished iteratively by employing the average acceleration method in 
combination with the modified Newton Raphson method. The evaluation of the shear 
deformation coefficients is accomplished from the aforementioned stress functions using only 
boundary integration. The proposed model takes into account the coupling effects of bending 
and shear deformations along the member as well as the shear forces along the span induced 
by the applied axial loading.The proposed model can be easily applied to the Valleybridges of 
Metsovo and in Metsovitikos River Bridge. 
 
 


