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Σκοπός εργασίας –Κίνητρο

Μία µεγάλη γκάµα προβληµάτων της βιοµηχανικής
πρακτικής προτυποποιούνται µε µαθηµατικά µοντέλα
Μικτού Ακέραιου Μη Γραµµικού Προγραµµατισµού. Σε
πολλές περιπτώσεις τα προβλήµατα µαθηµατικής
βελτιστοποίησης που διαµορφώνονται είναι µη κυρτά (non 
convex) και η επίλυσή τους µε ντετερµινιστικές µεθόδους
δεν αποδίδει ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Μεγάλο µέρος
της ερευνητικής δραστηριότητας έχει στραφεί λοιπόν στην
εφαρµογή στοχαστικών µεθόδων όπως είναι οι Γενετικοί
Αλγόριθµοι.

Μαθηµατικά µοντέλα προβληµάτων
ΜοντέλαΜοντέλα µηµη γραµµικούγραµµικού προγραµµατισµούπρογραµµατισµού,,πουπου περιέχουνπεριέχουν ανισωτικούςανισωτικούς ήή//καικαι

εξισωτικούςεξισωτικούς περιορισµούςπεριορισµούς (NLP)(NLP)
MMοντέλαοντέλα µεικτούµεικτού ακέραιουακέραιου καικαι µηµη γραµµικούγραµµικού προγραµµατισµούπρογραµµατισµού,,πουπου

περιέχουνπεριέχουν ανισωτικούςανισωτικούς ήή//καικαι εξισωτικούςεξισωτικούς περιορισµούςπεριορισµούς (MINLP)(MINLP)

Αποτελέσµατα στοχαστικού Αλγόριθµου 1 σε MINLP προβλήµατα

Αποτελέσµατα στοχαστικού Αλγόριθµου 2 σε NLP προβλήµατα

ΜΙNLP προβλήµατα NLP προβλήµατα

Επίλυση MINLP: Αλγόριθµος 1 Επίλυση NLP: Αλγόριθµος 2
Προκαταρκτικά βήµατα:
1. ∆ηµιουργία διανύσµατος κατωφλίου. Επιλέγονται τυχαία
Ν+1 διανύσµατα τιµών z (zi i=1,2, …,N+1) και επιλύονται
τα Ν+1 αντίστοιχα NLP προβλήµατα. Έστω fi i=1,2, 
…,N+1 οι αντίστοιχες βέλτιστες τιµές της αντικειµενικής
συνάρτησης. Το z

ο
αντιστοιχεί στην ελάχιστη τιµή της

αντικειµενικής συνάρτησης f
ο
και για τα υπόλοιπα

υπολογίζουµε την ποσότητα:
∆ηµιουργούµε το διάνυσµα κατωφλίου a που αποτελείται από

τα Ν διαφορετικά στοιχεία αi διατεταγµένα κατ’ αύξουσα
σειρά. Τα διανύσµατα zi i=1,2, …,N+1 αποτελούν τις
πρώτες γραµµές του πίνακα απαγορευµένης έρευνας TL.

2. Επιλέγουµε τις παραµέτρους τερµατισµού w και Ιmin. Η
σηµασία και η χρήση αυτών των παραµέτρων θα εξηγηθεί
στη συνέχεια.

Η κύρια επαναληπτική διαδικασία είναι η εξής:
1. Θέτουµε z=z

ο
ως τρέχουσα λύση µε τιµή αντικειµενικής

συνάρτησης f = f
ο
. Θέτουµε αύξοντα αριθµό επανάληψης

Ι=1 και αριθµό βελτιωµένων λύσεων IS=0.

2. Μεταλλάσσουµε το διάνυσµα z σε z΄. 

3. Αν z΄ ανήκει στον πίνακα ΤL επιστρέφουµε στο βήµα 2.

4. Υπολογίζουµε την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης f ΄

που αντιστοιχεί στο διάνυσµα z΄. Εισάγουµε την z΄ στο ΤL
και αυξάνουµε τον αριθµό των επαναλήψεων κατά 1, Ι = Ι
+1.

5. Αν Ι>=Imin τότε υπολογίζουµε το λόγο IS/I και τον
συγκρίνουµε µε την παράµετρο τερµατισµού w. Αν IS/I
<= w ο αλγόριθµος τερµατίζεται και το αποτέλεσµα που
προκύπτει είναι το διάνυσµα z που αντιστοιχεί στην
ελάχιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης καθ’όλη τη
διάρκεια της διαδικασίας. 

6. Υπολογίζουµε το λόγο (3)
Αν Τ >max(a) επιστρέφουµε στο βήµα 2. Αν 0<=T<=max(a) 

τότε το Τ αντικαθιστά το στοιχείο µε τη µέγιστη τιµή στο
διάνυσµα κατωφλίου a, του οποίου τα στοιχεία
ταξινοµούνται κατά αύξουσα σειρά. Αν Τ<0 τότε IS = IS
+ 1. 

7. Θέτουµε z = z΄ ως τρέχουσα λύση µε τιµή αντικειµενικής
συνάρτησης f = f΄. Επιστρέφουµε στο βήµα 2.

ΟιΟι περιορισµοίπεριορισµοί συγχωνεύονταισυγχωνεύονται µεµε τηντην αντικειµενικήαντικειµενική συνάρτησησυνάρτηση :

όπουόπου τατα aa,,bb είναιείναι πολλαπλασιαστέςπολλαπλασιαστές ποινήςποινής καικαι τατα pp,,qq είναιείναι πολλαπλασιαστέςπολλαπλασιαστές LagrangeLagrange
ΒΒ11-- ΘέτουµεΘέτουµε αρχικέςαρχικές τιµέςτιµές γιαγια τατα xx, , aa,,bb,,pp καικαι qq
ΒΒ22-- ΜεΜε ΕξελικτικήΕξελικτική ΣτρατηγικήΣτρατηγική επιλύουµεεπιλύουµε τοτο πρόβληµαπρόβληµα τηςτης βελτιστοποίησηςβελτιστοποίησης γιαγια συγκεκριµένοσυγκεκριµένο αριθµόαριθµό
επαναλήψεωνεπαναλήψεων, , µεµε σταθεράσταθερά τατα aa,,bb,,pp καικαι qq..
ΒΒ33-- ΑνΑν συµπληρωθείσυµπληρωθεί οο µέγιστοςµέγιστος αριθµόςαριθµός επαναλήψεωνεπαναλήψεων οο αλγόριθµοςαλγόριθµος τερµατίζεταιτερµατίζεται. . ∆ιαφορετικά∆ιαφορετικά αναπροσαρµόζουµεαναπροσαρµόζουµε
τιςτις τιµέςτιµές τωντων aa,,bb,,pp καικαι qq καικαι επιστρέφουµεεπιστρέφουµε στοστο βήµαβήµα ΒΒ2.2.
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Προκαταρκτικά βήµατα

Εξελικτική Στρατηγική

B1B1-- ΠαράγουµεΠαράγουµε πληθυσµόπληθυσµό µεµε L L τυχαίεςτυχαίες λύσειςλύσεις xxii, , ii = 1,= 1,……,,LL
B2B2-- iteriter = = iteriter + 1+ 1.      .      ΑνΑν iteriter = = maxitermaxiter οο αλγόριθµοςαλγόριθµος τερµατίζεταιτερµατίζεται..
B3B3-- ΥπολογίζουµεΥπολογίζουµε τηντην ff((xxii)), , ii = 1,= 1,……,,LL
B4B4-- ΚατατάσσουµεΚατατάσσουµε τιςτις λύσειςλύσεις κατάκατά φθίνουσαφθίνουσα ff((xx)):  :  xx11,  ,  xx22,  ,  xx 33,,……,,xxLL όπουόπου τοτο xxii προηγείταιπροηγείται τουτου xxjj αναν ff((xxii)> )> ff((xxjj))
B5B5-- ΕφαρµόζουµεΕφαρµόζουµε τελεστήτελεστή διασταύρωσηςδιασταύρωσης στιςστις LL--1 1 πρώτεςπρώτες λύσειςλύσεις xxjj,,newnew= = xxjj + + rr((xxjj+1+1–– xxjj)       )       r  r  τυχαίοςτυχαίος αριθµόςαριθµός
στοστο [0,1][0,1]

ΑνΑν ff((xxjj,,newnew)) << ff((xx jj+1+1)) τότετότε xxjj = = xxjj,,newnew

B6B6-- ΚατατάσσουµεΚατατάσσουµε τιςτις λύσειςλύσεις όπωςόπως στοστο ΒΒ4.4.
ΒΒ77-- ΕφαρµόζουµεΕφαρµόζουµε ανοµοιόµορφηανοµοιόµορφη µετάλλαξηµετάλλαξη στιςστις λύσειςλύσεις ii = 1,= 1,……,,L L µεµε πιθανότηταπιθανότητα ::
ppm,Im,I = (= (LL –– i i + 1)/+ 1)/L     L     
ΒΒ88-- ΑντικαθιστούµεΑντικαθιστούµε τηντην χειρότερηχειρότερη µεµε τηντην καλύτερηκαλύτερη λύσηλύση, , ΕπιστρέφουµεΕπιστρέφουµε στοστο ΒΒ22

ΘέτουµεΘέτουµε iteriter = 0= 0

Ρουτίνα αναπροσαρµογής τωντων aa,b,p,b,p καικαι qq

ΒΒ11-- jterjter = = jterjter + 1. A+ 1. Aνν jterjter = = mxjtermxjter οο αλγόριθµοςαλγόριθµος τερµατίζεταιτερµατίζεται

ΒΒ22-- ΜεΜε τηντην ΕξελικτικήΕξελικτική ΣτρατηγικήΣτρατηγική επιλύουµεεπιλύουµε τοτο πρόβληµαπρόβληµα βελτιστοποίησηςβελτιστοποίησης τηςτης εξίσωσηςεξίσωσης FF((xx,,aa,,bb,,pp,,qq))..
ΒΒ33-- ΠροσδιορίζουµεΠροσδιορίζουµε τηντην µέγιστηµέγιστη παραβίασηπαραβίαση τωντων περιορισµώνπεριορισµών ::
ΚαιΚαι τουςτους περιορισµούςπεριορισµούς πουπου δενδεν βελτιώνεταιβελτιώνεται ηη παραβίασήπαραβίασή τουςτους απόαπό τοντον παράγονταπαράγοντα ww11: : 

καικαι
ΒΒ44-- ΑνΑν cvcvmaxmax>= >= cvcv :        :        aam m = a= ammww22, p, pmm = p= pmm/w/w2  2  γιαγια όλαόλα τατα m m τουτου SSEE καικαι bbkk = = bbkkww22, , qqkk = q= qkk//ww22 γιαγια όλαόλα τατα kk τουτου SSII

B5B5-- ΑνΑν cvcvmaxmax==<< cvcv :         :         cvcv = = cvcvmaxmax,     ,     ppmm = = hhmm((xxbb) +) +ppmm, , qqkk = max{0,= max{0,ggkk((xxbb) + ) + qqkk}} xxbbείναιείναι ηη καλύτερηκαλύτερη λύσηλύση πουπου έχειέχει
βρεθείβρεθεί

ΒΒ66-- ΑνΑν cvcvmaxmax== << cvcv//ww11:    :    aam m = = aamm//ww22, p, pmm = p= pmmww22 γιαγια m m = = 1,...,1,...,ΜΜ καικαι bbkk = = bbkk //ww22, , qqkk = q= qkkww22 γιαγια kk = 1,...,= 1,...,ΚΚ
ΕπιστρέφουµεΕπιστρέφουµε στοστο ΒΒ11..
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Στα πλαίσια της εργασίας, η προτεινόµενη
µέθοδος εφαρµόστηκε στην επίλυση
προβληµάτων αριστοποίησης παραγωγικών
συστηµάτων που αποτελούνται από
περισσότερα του ενός στάδια παραγωγής και
όπου παράγονται περισσότερα του ενός
προϊόντα. Οι ακέραιες µεταβλητές δίνουν τον
αριθµό των µονάδων διαλείποντος έργου σε
κάθε στάδιο της παραγωγής. Οι υπόλοιπες
µεταβλητές του προβλήµατος είναι συνεχείς
και θετικές. Ο αλγόριθµος εφαρµόστηκε σε
πρόβληµα αναφοράς µεσαίας κλίµακας µε έξι
στάδια επεξεργασίας και µε δυνατότητα
επιλογής µιας έως τεσσάρων µονάδων για
κάθε στάδιο. Το σύνολο των λύσεων αυτού
του προβλήµατος
είναι 46 = 4096.
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ΟAλγόριθµος1βρίσκει πάντα το απόλυτο βέλτιστο και σε 100 επαναλήψεις του
αλγόριθµου, χρειάστηκαν κατά µέσο όρο 400επαναλήψεις που αντιστοιχούν στο 9,7%του
συνόλου των πιθανών λύσεων. Ο προγραµµατισµός έγινε στοMatlab και ο µέσος
υπολογιστικός χρόνος για την επίλυση του προβλήµατος σε επεξεργαστή Pentium III 600 
Mhzήταν 35s. Σε µεγαλύτερα προβλήµατα η µέθοδος οδηγεί σε πολύ καλή λύση (κοντά στο
ολικό βέλτιστο) σε πολύ µικρό υπολογιστικό χρόνο. 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

O Aλγόριθµος 1 χρησιµοποιείται για την επιλογή των τιµών των ακέραιων µεταβλητών σε
προβλήµατα Μικτού Ακέραιου και µη Γραµµικού Προγραµµατισµού µε σκοπό την
ελαχιστοποίησητων συνδυασµών που πρέπει να ερευνηθούν και εποµένως του απαραίτητου
υπολογιστικού χρόνου.   

300250200150Μέγιστος αριθµός

επαναλήψεων

-180.21
-186.73
-186.56

89
0.6829

-182.23
-186.73
-186.45

81
0.7102

-181.25
-186.73
-186.46

76
0.8248

-176.46-186.73
-186.00

65
1.6099

Μεγαλύτερο

Μικρότερο

Μέση τιµή

Count 
STD

Ex 2

38.8503
38.5873
38.8185

83
0.07369

38.8503
38.4376
38.8167

70
0.0692

38.8503
38.3199
38.7847

56
0.10821

38.8503
38.1995
38.7447

38
0.13964

Μεγαλύτερο

Μικρότερο

Μέση τιµή

Count 
STD

Ex 1

91014.1 −⋅
9109.7 −

⋅ 12100.3 −⋅ 13108.1 −⋅ 9105.1 −⋅ 81015.2 −⋅ 91014.1 −⋅
9109.7 −

⋅ 12100.3 −⋅ 13108.1 −⋅ 9105.1 −⋅ 81015.2 −⋅ 91014.1 −⋅
9109.7 −

⋅ 12100.3 −⋅ 13108.1 −⋅ 9105.1 −⋅ 81015.2 −⋅

1448Diverged11210271023*125700*-N

divergedDiverged0Er8

0.43321Diverged0.054000.053950.054000.05400fmin

4251Diverged3730123191*48150*-N

0.00441Diverged0.00.00.00Er7

0.99559Diverged1.000001.000001.000001.00000fmin

78851131301913932343*31200*-N

0.002Diverged0.00.00Er6

4.998005.000005.000005.000005.000005.00000fmin

14049Diverged21739223455*78450*-N

divergedDiverged0.00.00Er5

1033.13591Diverged-6961.81388-6961.81388-6961.81388-6961.81388fmin

43928081365952615*41400*-N
diverged0.081780.00.00Er4

-5.51096-5.42623-5.50801-5.50801-5.50801-5.50801fmin

501476674658796*2250*-N

0.0049Diverged0.00.00.00Er3

0.245100.836360.250000.250000.250000.25000fmin
EP

alone
Hybrid EPTPEP

HHE-MUM-
APP

Αλγόριθµος

2
Ακριβής

λύση
Ex.#

32.477
25.653
27.116

48.866
17.388
22.932

Παραβίαση

περιορισµών

44.302
18.917
24.418

Παραβίαση

περιορισµών

42.358
25.486
26.905

36.060
24.690
29.258

Παραβίαση

περιορισµών

24.324
24.306
24.310

Μεγαλύτερο

Μικρότερο

Μέση τιµή

Death 
penalty

Superiority of 
annealing point

Genocop IIDynamic 
penalties

Static 
penalties

Αλγόριθµος

2
Ex. 9

1600039.0
1598842.2
1599749.4

6.61305
6.60297
6.60727

7.16085
7.14131
7.14926

Largest
Smallest
Average

HGA

1600039.0
1599264.9
1599828.8

6.613086
6.608900
6.611581

7.16129
7.15286
7.15974

Largest
Smallest
Average

Αλγόριθµος

2

1600039.06.6130867.16129Ακριβής

λύση

Ex. 12Ex. 11Ex. 10

31.8508
20.76224
29.18656

-1.80028
-2.38214
-2.07616

43.98178
35.8908
41.5932

Largest
Smallest
Average

EHGA

40.56241
40.27448
40.53915

-1.80000
-1.80000
-1.80000

43.99817
43.96888
43.99217

Largest
Smallest
Average

Proposed

Algorithm

40.56241-1.8000044.0000Exact 
Solution

Ex.15Ex.14Ex. 13

Στους παραπάνω πίνακες φαίνονται τα αποτελέσµατα του Αλγόριθµου 2 σε σύγκριση µε
αποτελέσµατα άλλων αλγόριθµων της βιβλιογραφίας για όλα τα παραδείγµατα προβληµάτων
που παρουσιάζονται αριστερά. Όπως φαίνεται ο αλγόριθµος 2 βρίσκει τη βέλτιστη τιµή στα
περισσότερα προβλήµατα ενώ πολλοί από τους άλλους αλγόριθµους δεν εντοπίζουν τις
βέλτιστες λύσεις ή ακόµα παραβιάζουν τους περιορισµούς. Επιπλέον τα παραγόµενα
αποτελέσµατα είναι διαθέσιµα σε λιγότερες, κατά κανόνα, αξιολογήσεις της αντικειµενικής
συνάρτησης, άρα σε µικρότερους υπολογιστικούς χρόνους. Οι ποικιλία των προβληµάτων
αποδεικνύει ότι ο αλγόριθµος 2 έχει σθεναρή συµπεριφορά και είναι αξιόπιστος.

Επίλυση προβληµάτων µεγάλης κλίµακας
Ο αλγόριθµος 2 µπορεί να εφαρµοστεί για την επίλυση σύνθετων προβληµάτων µεγάλης κλίµακας. 
Μια τέτοια περίπτωση που παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον είναι η επίλυση του προβλήµατος
βελτιστοποίησης που εµφανίζεται σε συστήµατα ρύθµισης προβλεπτικού µοντέλου (Model Predictive 
Controllers, MPC). 

Οι τεχνικέςMPC βασίζονται στον παρακάτω συλλογισµό: Αν είναι διαθέσιµο ένα δυναµικό µοντέλο
διακριτού χρόνου του συστήµατος που συσχετίζει τις µεταβλητές εκ χειρισµού µε τις ρυθµιζόµενες
µεταβλητές, τότε µπορεί να διαµορφωθεί µε βάση αυτό το µοντέλο ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης
σε πραγµατικό χρόνο που να υπολογίζει τις βέλτιστες ρυθµιστικές κινήσεις, ελαχιστοποιώντας µια
συνάρτηση κόστους. Από τις ρυθµιστικές αυτές κινήσεις υλοποιείται µόνο η πρώτη και στην επόµενη
διακριτή χρονική στιγµή το πρόβληµα σχηµατίζεται από την αρχή και επιλύεται ξανά.

Ωστόσο τα προβλήµατα βελτιστοποίησης που εµφανίζονται στις τεχνικέςMPC είναι πολλές φορές
πολύπλοκα, µη γραµµικά (σε περίπτωση που χρησιµοποιούµε µη γραµµικό µοντέλο) και µη κυρτά, 
γεγονός που κάνει ιδιαίτερα δύσκολη την επίλυσή τους. Στη συγκεκριµένη περίπτωση που
αντιµετωπίσαµε, η πολυπλοκότητα του προβλήµατος αυξήθηκε, θεωρώντας ότι το πρόβληµα
βελτιστοποίησης είναι πολυκριτηριακό.

Συνοψίζοντας λοιπόν, ο αλγόριθµος 2 εφαρµόστηκε για την επίλυση ενός πολυκριτηριακού µη
γραµµικού µη κυρτού προβλήµατος βελτιστοποίησης που διαµορφώνεται εκ νέου σε κάθε χρονική
στιγµή. Με τον τρόπο αυτό προέκυψε µια νέα µεθοδολογία MPC που δοκιµάσθηκε µε επιτυχία σε
συστήµατα όπου παρατηρούνται απότοµες µεταβολές στη δυναµική συµπεριφορά αλλά και σε
συστήµατα που περιέχουν πολλαπλές µεταβλητές εισόδου και εξόδου. 

Παράδειγµα Ι: Ρύθµιση συστήµατος µιας εισόδου –
µιας εξόδου (SΙSΟ) µε µεταβολή στη δυναµική

Στο παράδειγµα αυτό στόχος είναι η ρύθµιση ενός συστήµατος µιας εισόδου - µιας εξόδου, στην
περίπτωση που η δυναµική του συστήµατος µεταβάλλεται µε το χρόνο. Ως µέθοδος ρύθµισης θα
χρησιµοποιηθεί µια µεθοδολογία MPC στα πλαίσια της οποίας ο αλγόριθµος 2 καλείται να επιλύσει
ένα µη γραµµικό µη κυρτό πρόβληµα βελτιστοποίησης. 

Αρχικά δίνουµε µία αλλαγή στην επιθυµητή τιµή της µεταβλητής εξόδου, ενώ στην συνέχεια κατά
την χρονική στιγµή 15 µεταβάλλεται η δυναµική του συστήµατος και ο αλγόριθµος καλείται να
διατηρήσει την έξοδο όσο το δυνατόν κοντά στην επιθυµητή τιµή. Το πρώτο κριτήριο που
ικανοποιείται είναι η απαίτηση για διαρκή διέγερση και στην συνέχεια ελαχιστοποιείται η συνάρτηση
που αφορά τη µεταβλητή εξόδου. 

Παράδειγµα ΙΙ: Ρύθµιση συστήµατος πολλαπλών
εισόδων – πολλαπλών εξόδων (ΜΙΜΟ)
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Στο παράδειγµα αυτό έχουµε να κάνουµε µε ένα πολυµεταβλητό σύστηµα και
συγκεκριµένα ένα σύστηµα δυο εισόδων – δυο εξόδων. Ο ρυθµιστής εδώ καλείται
να οδηγήσει ταυτόχρονα και τις δύο µεταβλητές εξόδου στην αντίστοιχη επιθυµητή
τιµή. 
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Και στα δύο παραδείγµατα αποδεικνύεται σωστή η επιλογή του εξελικτικού
αλγόριθµου ως µεθόδου βελτιστοποίησης καθώς καταφέρνει να εντοπίσει τις τιµές
εκείνες των µεταβλητών απόφασης οδηγούν το σύστηµα στην επιθυµητή
κατάσταση ισορροπίας. Είναι χαρακτηριστικό ότι στα παραπάνω προβλήµατα οι
κλασικές µεθοδολογίες βελτιστοποίησης που δοκιµάστηκαν δεν παρήγαγαν
ικανοποιητικά αποτελέσµατα σε αποδεκτό χρόνο. 

ΘέτουµεΘέτουµε jterjter = 0. = 0. ΕπιλέγουµεΕπιλέγουµε τιµέςτιµές γιαγια τιςτις παραµέτρουςπαραµέτρους ww11, , ww22
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συναρτήσειςσυναρτήσεις f,f, gg, , hh είναιείναι µηµη γραµµικήγραµµική..
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